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06 Fibrations me´romorphes sur certaines varie´te´s a`
fibre´ canonique trivial
Ekaterina Amerik∗ et Fre´de´ric Campana†
A F.A. Bogomolov, en l’honneur de ses 60 ans
1 Introduction
Cet article pre´sente quelques observations motive´es par la recherche de varie´te´s lisses
projectives complexes X munies d’un endomorphisme f : X → X de degre´ d au
moins 2.
Si l’application f est re´gulie`re, il semble difficile de produire des exemples qui
ne soient pas de´duits des exemples e´vidents (varie´te´s toriques ou abe´liennes), par
produits, passage au quotient par un groupe fini, et cetera. Ce qu’indiquent [ARV],
[A], [F], [N].
Lorsque f est rationnelle, il y a de nouveaux exemples, mais certains d’entre eux
sont encore des versions relatives des pre´ce´dents. Par exemple, si S est une surface
projective de dimension canonique, ou de Kodaira, e´gale a` 1, il est facile de voir
que S admet un endomorphisme rationnel de degre´ d > 1 (que S ait ou non une
section). Un tel endomorphisme f doit cependant “respecter” la fibration elliptique
φ (d’Iitaka-Moishezon), c’est-a`-dire, envoyer une fibre de φ sur une fibre de φ. Si la
base est de genre ≥ 2, une puissance de f pre´serve donc la fibration.
Si S est une surface K3 spe´ciale (par exemple, elliptique ou de Kummer), elle
admet encore de tels endomorphismes rationnels. Si S est ge´ne´rique (telle que
Pic(S) = Z, disons), on ne connaˆıt, par contre, aucun exemple (mais il semble
difficile de de´montrer la non-existence).
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Cependant, il est observe´ dans [V] qu’il existe des familles {Xt, t ∈ T} de varie´te´s
Xt avec KXt = 0, et Pic(Xt) = Z pour t ∈ T ge´ne´rique, munies d’un endomorphisme
ft de degre´ d > 1 pour tout t ∈ T . On peut prendre pour Xt la varie´te´ de Fano des
k-plans dans une hypersurface cubique lisse Vt de P
n, pour k et n convenables.
Par exemple, lorsque k = 1 et n = 5, il s’agit de la varie´te´ Xt = F(Vt) (F
pour “Fano”) des droites d’une cubique lisse Vt de dimension 4; Xt est alors lisse
de dimension 4. De plus, Xt est hyperka¨hlerienne irre´ductible, e´quivalente par
de´formation a`Hilb2(S) ou` S est une surface K3 de degre´ 14 ([BD]). Pour t ge´ne´rique,
Pic(Xt) ∼= Z. L’endomorphisme f associe a` l, droite ge´ne´rique de Vt ⊂ P
5, la droite
l′ re´siduelle a` l dans P ∩ Vt, ou` P est l’unique plan dans P
5 tangent a` Vt le long de
l (on calcule facilement Nl,V ∼= OP1 ⊕ OP1 ⊕ OP1(1), d’ou` l’existence et l’unicite´ de
P ) . Dans [V], Voisin montre que le degre´ d de f est 16.
Une question naturelle est de savoir si ces exemples sont “nouveaux” dans le sens
de la discussion ci-dessus. Et, en effet, nous montrons tout d’abord que, pour X un
membre ge´ne´ral d’une famille comme ci-dessus, un endomorphisme rationnel de X
ne pre´serve aucune fibration non-triviale.
Plus pre´cisement, nous de´montrons le re´sultat suivant:
The´ore`me 2.1 Soit X une varie´te´ lisse projective, telle que KX = 0 et le
groupe de Ne´ron-Severi NS(X) ∼= Z. Alors toute fibration rationnelle g : X 99K B,
0 < dim(B) < dim(X), est en varie´te´s de type ge´ne´ral.
Dans la section 4, nous associons une fibration me´romorphe a` tout endomor-
phisme me´romophe dominant:
The´ore`me 4.1 Soit X une varie´te´ ka¨hle´rienne compacte, et f : X 99K X
un endomorphisme me´romorphe dominant. Il existe une application me´romorphe
dominante f -invariante g : X 99K T , dont la fibre ge´ne´rale Xt est l’adhe´rence de
Zariski de l’ensemble des ite´re´s par f d’un point ge´ne´ral de Xt.
Ici comme dans le reste de l’article, le mot “ge´ne´ral” veut dire “en dehors d’une
reunion de´nombrable de ferme´s analytiques stricts”.
Les deux the´ore`mes pre´ce´dents impliquent facilement que, pour X = F(V )
comme ci-dessus et assez ge´ne´ral, l’ensemble des ite´re´s par f d’un point ge´ne´ral
de X est Zariski-dense dans X . En effet, Pic(X) = Z; le the´ore`me 2.1 garantit
que fk, k > 0 ne pre´serve pas de fibration non-triviale (une varie´te´ de type ge´ne´ral
n’admet pas d’endomorphisme me´romorphe de degre´ d > 1). Il s’ensuit, par la
de´composition de Stein, que dim(T ) = 0 ou dim(X) (T comme dans le the´ore`me
4.1); dim(T ) = dim(X) est impossible par deg(f) > 1. Donc T est un point.
Si l’on suppose X projectif, l’analogue du the´ore`me 4.1 est vrai sur tout corps K
alge´briquement clos de caracte´ristique nulle. Si K est de´nombrable, cet enonce´ n’a
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aucun contenu non-trivial: il se peut qu’aucun point de X(K) n’est “ge´ne´ral” au
sens du the´ore`me 4.1. Par contre, nous pouvons appliquer le the´ore`me a` des varie´te´s
de´finies sur un corps non-de´nombrable. Ainsi, un corollaire imme´diat de the´ore`mes
4.1 et 2.1 est la proposition suivante, motive´e par [HT2]:
Proposition 4.8 Soit F un corps non-de´nombrable (par exemple, le corps des
fonctions me´romophes sur une courbe complexe). Soit X une varie´te´ lisse projective
sur F¯ , ve´rifiant KX = 0, Pic(X) = Z, et munie d’un endomorphisme rationnel
f : X 99K X de degre´ d > 1. Alors il existe une extension finie L de F , telle que
X(L) soit Zariski-dense dans X.
La construction de C. Voisin ci-dessus fournit des exemples satisfaisant les con-
ditions de la proposition 4.8.
Dans [HT2], des exemples analogues sont obtenus par une me´thode diffe´rente.
Notamment, les auteurs construisent des surfaces K3 de groupe de Picard cyclique,
dont l’ensemble des points sur un corps des fonctions est Zariski-dense. Comme nous
l’avons de´ja` indique´, on ne sait pas si une telle surface admet des endomorphismes
rationnels de degre´ d > 1.
Puisque l’exemple de Voisin est hyperka¨hle´rien, nous sommes naturellement
amene´s a` l’e´tude des fibrations rationnelles (me´romorphes) sur les varie´te´s hy-
perka¨hle´riennes irre´ductibles, lorsque la fibre ge´ne´rique est de dimension de Ko-
daira nulle (section 3). Les fibrations re´gulie`res ont e´te´ e´tudie´es dans [M1], ou` des
re´sultats tre`s pre´cis sont obtenus. Notre re´sultat principal ici est le:
The´ore`me 3.6 Soit X hyperka¨hlerienne irre´ductible projective de dimension 4,
et f : X 99K B une fibration a` fibre ge´ne´rique de dimension de Kodaira nulle. Alors
f posse`de un mode`le holomorphe, a` un flop pre`s.
Pre´cisons la phrase “f posse`de un mode`le holomorphe, a` un flop pre`s”: elle
veut dire qu’il existe une X ′ hyperka¨hlerienne irre´ductible projective, et un flop
α : X 99K X ′, telle que fα−1 : X ′ 99K B posse`de un mode`le holomorphe, c’est-a`-dire
qu’il existe une β : B 99K B0 birationnelle avec βfα−1 holomorphe.
Apre`s un flop, la situation est donc celle de [M1]. En particulier, les fibres de la
fibration initiale sont lagrangiennes, birationnelles a` des surfaces abe´liennes.
La preuve repose sur les re´sultats de Wierzba ([W]) et de Matsuki ([Mat]), dont
on de´duit que, sur une X comme ci-dessus, tout diviseur sans composante fixe peut
eˆtre rendu nef a` l’aide d’une suite finie de flops de Mukai.
Dans la section 5 nous avons rassemble´ quelques remarques sur la base d’une
fibration me´romorphe g : X 99K B avec X hyperka¨hlerienne irre´ductible . Notam-
ment, nous observons que cette base B n’a pas de tenseur holomorphe covariant
non trivial. Cette proprie´te´ entraˆıne la connexite´ rationnelle de B si dim(B) ≤ 3,
et conjecturalement en toute dimension.
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Finalement, dans la section 6, nous situons l’e´tude des endomorphismes f :
X 99K X dans le cadre ge´ne´ral de la classification des varie´te´s ka¨hle´riennes com-
pactes.
On montre (the´ore`me 6.1) dans le cas ge´ne´ral (X ka¨hlerienne compacte) qu’un
ite´re´ fN de f pre´serve le coeur de X , introduit dans [C2]. En particulier, si la f -
orbite d’un point est Zariski dense dans X , alors X est spe´ciale au sens de [C2]. En
ge´ne´ral, pour un certain N > 0, la fibration gN : X 99K TN , associe´e a` f
N par le
the´ore`me 4.1, factorise le coeur de X .
Quelques mois apre`s avoir termine´ la premie`re version de ce texte (math.AG/0510299),
nous avons lu l’article [M2] de D. Matsushita (math.AG/0601114), dont le sujet est
tre`s lie´ au celui du noˆtre. Ce travail de Matsushita nous a permis de ge´ne´raliser
notre Proposition 3.1. Le the´ore`me 3.6 peut, lui aussi, en eˆtre de´duit; mais nous
avons ne´anmoins pre´fe´re´ exposer notre de´monstration initiale. En effet, celle-ci est
tre`s e´le´mentaire, et nous croyons que notre point de vue peut avoir une certaine
utilite´. Nous remercions D. Matsushita qui a attire´ notre attention sur [M2].
Avec un tre`s grand plaisir, nous de´dions ce texte a` Fedya Bogomolov, auteur de
travaux fondateurs sur les varie´te´s hyperka¨hle´riennes et de nombreux autres sujets.
Ses articles en collaboration avec Yuri Tschinkel sur la densite´ potentielle de points
rationnels ont aussi e´te´ une source d’inspiration.
Notations et terminologie:
On de´note par κ(X) la dimension canonique, ou de Kodaira, deX , et par κ(X,L)
la dimension d’Iitaka-Moishezon d’un fibre´ en droites L.
Soient X,B normales. Une fibration est un morphisme surjectif f : X → B
a` fibres connexes. Une fibration rationnelle ou me´romorphe est une application
rationnelle dominante g : X 99K B a` fibres connexes. Une fibre Xb d’une fibration
me´romorphe g est {pi(x)|x ∈ Γ et f(x) = b}, ou` Γ est la fermeture du graphe de g
dans X ×B, et pi : Γ→ X , f : Γ→ B sont les deux projections. Parfois on appelle
aussi une fibre de g une fibre de la fibration Y → B, ou` Y est une de´singularisation
de Γ.
Nous dirons qu’une fibration est en varie´te´s de type ge´ne´ral, en courbes, en sous-
varie´te´s lagrangiennes, etc., si sa fibre ge´ne´rique est une varie´te´ de type ge´ne´ral, une
courbe, une sous-varie´te´ lagrangienne, etc.
Toutes les varie´te´s dans cet article sont compactes ka¨hleriennes, et, dans les deux
sections suivantes, elles sont, de plus, suppose´es projectives.
Une varie´te´ hyperka¨hlerienne irre´ductible, ou symplectique irre´ductible, est une
varie´te´ lisse et simplement connexe X , telle que H0(X,Ω2X) est engendre´ par une
2-forme holomorphe σ, partout non-de´ge´ne´re´e sur X . Une telle varie´te´ est de di-
mension paire 2n, de classe canonique triviale, et si n = 1, X est une surface K3.
On notera parfois de la meˆme fac¸on un diviseur de Cartier et le fibre´ en droites
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correspondant. Pour un tel diviseur D, |D| de´note le syste`me line´aire complet
associe´.
“Ge´ne´ral” veut dire “en de´hors d’une re´union de´nombrable de ferme´s analytiques
stricts; “ge´ne´rique” veut dire “en de´hors d’un ferme´ analytique strict”.
Une fibration me´romorphe est dite presque holomorphe si sa fibre ge´ne´rique ne
rencontre pas le lieu d’inde´termination.
2 Fibrations sur les varie´te´s K-triviales ge´ne´rales
Toute varie´te´ projective X est birationnelle a` une fibration en diviseurs de base P1:
il suffit de conside´rer un pinceau de sections P ⊂ |L| d’un fibre´ en droites L. Si
KX = 0 et si L est ample, les membres lisses de |L| sont de type ge´ne´ral. Cependant,
il se peut que P n’ait aucun membre lisse.
The´ore`me 2.1 Soit X une varie´te´ lisse projective, telle que KX = 0 et NS(X) ∼=
Z. Alors toute fibration rationnelle g : X 99K B, 0 < dim(B) < dim(X), est en
varie´te´s de type ge´ne´ral.
Preuve: Soit g une telle fibration. La re´solution des singularite´s fournit alors
une varie´te´ lisse projective Y , une fibration f : Y → B et un morphisme birationnel
pi : Y → X :
Y
pi
ւ
f
ց
X
g
99K B
Soit H un diviseur tre`s ample sur B et L = pi∗f
∗H (on rappelle qu’ici, pi∗ est
conside´re´ au sens de cycles; comme X est lisse, L est un diviseur de Cartier), de
sorte que l’application g est donne´e par un syste`me line´aire U ⊂ |L|. On a alors
pi∗L = f ∗H +
∑
i
aiEi,
ou` les Ei sont les diviseurs pi-exceptionnels et ai ≥ 0. D’autre part, puisque X est
lisse et K-triviale,
KY =
∑
i
eiEi
avec ei strictement positifs. La restriction a` la fibre ge´ne´rique F de f donne
pi∗L|F =
∑
i
aiEi|F ; KF =
∑
i
eiEi|F ,
puisque le fibre´ normal de F dans Y est trivial. Mais, comme tous les ei sont
strictement positifs, il existe un entier positif m tel que pi∗L|F < mKF , c’est-a`-dire,
mKF − pi
∗L|F est effectif. Ceci implique
κ(F, pi∗L|F ) ≤ κ(F ).
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Rappellons maintenant que NS(X) = Z, et que, par construction, L est un
diviseur effectif et non-nul. Donc L est ample, κ(F, pi∗L|F ) = dim(F ), et κ(F ) =
dim(F ).
Corollaire 2.2 Soit X comme dans le the´ore`me 2.1, et h : X 99K X un endo-
morphisme rationnel de degre´ > 1. Alors h ne pre´serve pas de fibration non-triviale.
En effet, les varie´te´s de type ge´ne´ral ne posse`dent pas d’endomorphismes ra-
tionnels de degre´ > 1.
Variantes et remarques:
1) L’argument de la de´monstration du the´ore`me 2.1 montre aussi la variante
suivante:
Soit X telle que κ(X) ≥ 0, L un fibre´ en droites sur X, et U ⊂ |L| un syste`me
line´aire de´finissant une fibration rationnelle g : X 99K B. Si F est une fibre
ge´ne´rique de g, alors
κ(X,L) ≤ dim(B) + κ(F ) ≤ dim(U) + κ(F ).
De plus, un le´ger raffinement de cet argument permet de pre´ciser le the´ore`me
2.1 comme suit:
The´ore`me 2.3 Soit X compacte ka¨hle´rienne telle que KX = 0. Soit g : X 99K B
une fibration me´romorphe avec B projective, et L := pi∗(f
∗(H)) ∈ Pic(X), H ample
sur B. Si F est la fibre ge´ne´rique d’une re´solution f : Y → B, alors κ(X,L) =
dim(B) + κ(F ).
De´monstration: On conserve les notations introduites dans la de´monstration
de 2.1. Soit E ′ un Q-diviseur effectif et pi-exceptionnel arbitraire sur Y . Alors
κ(Y, pi∗(L) + E ′) = κ(X,L) = κ(Y, pi∗(L)), par le the´ore`me d’Hartogs (qui permet
d’e´tendre a` X les sections de mL, m > 0 entier, de´finies sur l’ouvert au-dessus
duquel pi est un isomorphisme). On peut choisir E ′ tel que pi∗(L)+E ′ = f ∗(H)+D
ou` D =
∑
i diEi avec di > 0 pour tout i, de sorte que D contient tout diviseur
pi-exceptionnel. Comme dans 2.1, on a κ(F ) = κ(F,D|F ) = κ(F, (f
∗(H) + D)|F ).
La conclusion re´sulte donc du lemme suivant:
Lemme 2.4 Soit f : Y → B une fibration holomorphe, avec Y une varie´te´
complexe compacte et B projective. Soit H un fibre´ en droites ample sur B et D un
Q-diviseur effectif sur Y . Alors, pour F la fibre ge´ne´rique de f ,
κ(Y, f ∗(H) +D) = dim(B) + κ(F,D|F )
.
Preuve: Puisque D est effectif, la re´duction d’Iitaka I : Y → Z de f ∗(H) + D
factorise f . On en de´duit que la fibre ge´ne´rique de I coincide avec celle de IF , la
re´duction d’Iitaka de (f ∗(H) +D)|F = D|F . Lemme 2.5 en re´sulte imme´diatement.
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2) Ce meˆme argument s’applique aussi lorsque X est Q-factorielle a` singularite´s
terminales (le diviseur L est alors Q-Cartier, et son image inverse et sa dimension
d’Iitaka-Moishezon sont donc de´finies; et les “discre´pances” des diviseurs exception-
nels sont toujours strictement positives).
Cependant, il existe des varie´te´s K-triviales a` points doubles, a` groupe de Picard
cyclique, admettant une fibration rationnelle non triviale en varie´te´s de κ nulle: telle
est la quintique de Horrocks-Mumford ([Bor]). Nous remercions B. Hassett pour nous
avoir signale´ cet exemple.
3) Une varie´te´ K-triviale peut eˆtre non trivialement domine´e par une famille de
varie´te´s de dimension canonique nulle: par exemple, toute surface K3 est (ge´ne´riquement)
recouverte par des courbes elliptiques (en ge´ne´ral singulie`res, [MM]). Si le groupe
de Picard est cyclique, une telle famille ne fournit cependant jamais de fibration
me´romorphe.
3 Fibrations sur les varie´te´s hyperka¨hle´riennes
Les exemples de C. Voisin (mentionne´s dans l’introduction) de dimension minimale
(quatre) sont hyperka¨hle´riens irre´ductibles. Il est donc inte´ressant de comprendre
les fibrations me´romorphes sur les varie´te´s hyperka¨hleriennes irre´ductibles, dont
les fibres ne sont pas de type ge´ne´ral. A l’aide de la fibration d’Iitaka-Moishezon
re´lative, on se rame`ne aux fibrations me´romorphes dont les fibres ge´ne´riques sont de
dimension canonique nulle.
De tels exemples existent pour les varie´te´s plus spe´ciales (de nombre de Picard
2 au moins), tels Hilbn(S) pour certaines surfaces S de type K3 (voir par exemple
[HT1]). Les exemples connus sont des fibrations en tores lagrangiens de dimension
moitie´.
Dans [M1], il est de´montre´ que si X est hyperka¨hle´rienne irre´ductible projective
de dimension 2n et f : X → B est une fibration re´gulie`re, alors la fibre ge´ne´rique de
f est un tore lagrangien de dimension n, Pic(B) = Z et B est Q-Fano a` singularite´s
log-terminales Q-factorielles.
On peut espe´rer que si g : X 99K B est seulement rationnelle a` fibres de dimension
de Kodaira nulle, la situation reste semblable a` celle de [M1].
Question 3.0: Si g : X 99K B est une fibration rationnelle non triviale, avec X
hyperka¨hle´rienne irre´ductible et projective, a` fibre ge´ne´rique F telle que κ(F ) = 0,
alors les proprie´te´s suivantes sont-elles satisfaites?
1. 2dim(B) = dim(X)
2. F est lagrangienne, et birationnelle a` une varie´te´ abe´lienne.
Montrons d’abord qu’une telle fibration est donne´e par des sections d’un fibre´
en droites L tel que Ldim(X) = 0.
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Soit g : X 99K B comme ci-dessus. On fixe H ∈ Pic(B) engendre´ par ses
sections, et soit L = g∗H . Plus pre´cisement, comme dans la premie`re section,
L = pi∗f
∗H , ou`
Y
pi
ւ
f
ց
X
g
99K B
est une re´solution du lieu d’inde´termination de g (avec Y lisse). On a alors pi∗L =
f ∗H +
∑
aiEi avec Ei pi-exceptionnels, ai ≥ 0.
On de´note par σ la forme symplectique sur X . Soit q la forme quadratique de
Beauville-Bogomolov sur H2(X,R). On rappelle (voir par exemple [H1]) que pour
α de type (1, 1),
q(α) = c
∫
α2(σσ)n−1,
ou` c est une constante positive, et qu’il existe une autre constante c′ telle que pour
tout α, α2n = c′q(A)n.
Proposition 3.1 1) La classe du fibre´ en droites L dans H2(X,R) est isotrope
par rapport a` la forme q. Par conse´quent, Ldim(X) = 0.
2) Soit maintenant g : X 99K B une application donne´e par un syste`me line´aire
de sections d’un fibre´ en droites L, q(L) = 0. Alors la fibre ge´ne´rique de g n’est pas
de type ge´ne´ral.
Preuve: Remarquons d’abord que L est sans composantes fixes, d’ou` q(L) ≥ 0.
En effet, soient L1, L2 deux membres irre´ductibles distincts de |L|; V = L1 ∩ L2 est
donc de codimension pure deux dans X . On a
q(L) = c
∫
L2(σσ)n−1 = c
∫
V
(σσ)n−1 ≥ 0
puisque (σσ)n−1 est positive.
Supposons q(L) > 0. Alors, selon [Bouck], the´ore`me 4.3 (i), L est dans l’inte´rieur
du coˆne pseudo-effectif de X , donc c’est un fibre´ “vaste”, ou “grand” (traduction de
big). Il s’ensuit que pour la fibre ge´ne´rique F de f , pi∗L|F est vaste aussi. Comme
on l’a de´ja` remarque´ dans la de´monstration du the´ore`me 2.1, pour un certain entier
positifm, mKF−pi
∗L|F est effectif. Donc κ(F ) ≥ κ(F, pi
∗L|F ) = dim(F ), autrement
dit, F est de type ge´ne´ral, une contradiction.
Re´ciproquement, e´tant donne´ un L sans composantes fixes, tel que q(L) = 0,
on voit que κ(L) < dim(X) (nous remercions S. Boucksom pour cette remarque):
en effet, q(L,M) ≥ 0 pour tout M effectif. Si L est vaste, alors L = A + B avec
A ample et B effectif. Par consequent, q(L) ≥ q(A) > 0. Le second enonce´ du
proposition 3.1 re´sulte donc de 2.3.
Remarque: Cet argument est inspire´ par [M2]. Notre argument initial marchait
modulo le programme de mode`les minimaux (MMP) pour les varie´te´s de dimension
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de Kodaira nulle en dimension ≤ dim(X) − 1. Le MMP servait a` trouver, par un
point ge´ne´rique de X , une courbe C telle que LC = 0. On en de´duisait q(L) = 0 a`
l’aide de [H2].
Le corollaire suivant est motive´ par les exemples de Hassett et Tschinkel dans
[HT1]; ils de´montrent que Hilb2(S), ou` S est une surface K3 ge´ne´rique de degre´
2m2, m > 1, est isomorphe a` une fibration en tores au-dessus de P2 (si m = 1, il est
clair que Hilb2(S) est birationnelle a` une telle fibration; en effet, S est un reveˆtement
double h : S → P2, et h induit g : Hilb2(S) 99K (P2)∗, ou` pour Z ge´ne´rique, g(Z)
est la droite de P2 contenant h(Z)).
Corollaire 3.2 Soit S une surface K3 ge´ne´rique de degre´ d 6= 2m2, m ∈ Z. Alors
Hilb2(S) n’est pas birationnelle a` une fibration en varie´te´s de dimension canonique
nulle.
En effet, si d 6= 2m2, alors la forme de Beauville-Bogomolov ne repre´sente pas
ze´ro sur Pic(Hilb2(S)).
Par conse´quent, toute fibration me´romorphe non-triviale de Hilb2(S) comme
dans le corollaire, est en varie´te´s de type ge´ne´ral.
La proposition suivante est l’analogue du fait que, dans le cas ou` g : X → B est
holomorphe, Pic(B) = Z ([M1]):
Proposition 3.3 Pour tout M ∈ Pic(B), pi∗f
∗M est proportionnel a` L.
Preuve: Il suffit de de´montrer l’enonce´ pour M tre`s ample, puisque de tels M
engendrent Pic(B). Soit N = pi∗f
∗M . On montre, comme dans la proposition
pre´ce´dente, que q(N) = 0; de plus, pour a, b assez grands, |aH+ bM | est tre`s ample,
d’ou` q(aL+ bN) = 0 pour a, b assez grands, et par conse´quent pour a, b arbitraires.
On sait ([M1]) que, pour A ∈ Pic(X) ample et B ∈ Pic(X) q-isotrope, BA2n−1 =
0 implique B = 0. Fixons A ∈ Pic(X) ample; alors, pour un certain λ ∈ Q,
(λL−M)A2n−1 = 0, d’ou` la proposition.
Voici encore une application imme´diate de la proposition 3.1:
Proposition 3.4 La dimension de la fibre ge´ne´rique F de g est ≥ n (ou` 2n =
dim(X) ≥ 4).
Preuve: Supposons le contraire. Soit b = f(F ), et soit V ⊂ TbB un sous-espace
de codimension 2. Remplac¸ons, si ne´cessaire, H par lH avec l assez grand, et
conside´rons deux diviseurs H1, H2 ∈ |H| passant par b, tels que V = Tb(H1 ∩ H2).
Soient Li les transforme´es strictes des Hi sur X ; comme 0 = q(L) = c
∫
L1∩L2
(σσ)n−1,
la restriction de σn−1 a` toute composante irre´ductible de L1 ∩ L2 est nulle (sinon
l’inte´grale serait strictement positive). Donc la restriction de σ a` une telle com-
posante est de´ge´ne´re´e. Soit c ∈ C = pi(F ) ge´ne´rique; donc C est lisse en c et pi
est un isomorphisme au voisinage de c. On en de´duit que pour tout sous-espace W
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de codimension 2 dans TcX , contenant TcC, la restriction de σ a` W est de´ge´ne´re´e.
Un calcul facile d’alge`bre line´aire montre alors que c’est impossible, puisque σ est
non-de´ge´ne´re´e.
Nous allons ensuite e´tudier en de´tail le cas dim(X) = 4.
On se place donc, jusqu’a` la fin de cette partie, dans la situation suivante:
(∗) Soit g : X 99K B une fibration rationnelle non triviale, avecX hyperka¨hle´rienne
irre´ductible et projective de dimension 4, a` fibre ge´ne´rique F telle que κ(F ) = 0.
On garde les notations de´ja` introduites (Y , f , pi etc.). H de´signe un diviseur tre`s
ample sur B, et L = pi∗f
∗H.
On fera appel au re´sultat suivant de Wierzba ([W]):
The´ore`me (J. Wierzba) Soit X une varie´te´ hyperka¨hlerienne irre´ductible pro-
jective de dimension 4 et D un diviseur sans composante fixe sur X. Il existe une
autre varie´te´ hyperka¨hlerienne irre´ductible projective X ′ de dimension 4 et une ap-
plication birationnelle φ : X 99K X ′, telle que la transforme´e stricte D′ = φ∗D est
nef sur X ′. De plus, φ est un produit fini de flops de Mukai (projectifs).
Remarque: B. Fu nous a signale´ que la preuve de [W] est incomple`te; mais
que l’erreur se trouve dans l’argument de la terminaison de flops. Puisque cette
terminaison est de´montre´ en dimension 4 par Matsuki ([Mat]), nous pouvons utiliser
ce re´sultat.
Soit donc g : X 99K B notre fibration donne´e par un syste`me line´aire U ⊂
|L|; conside´rons φ : X 99K X ′ comme dans le the´ore`me de Wierzba; φ est un
isomorphisme en codimension un. La transforme´e stricte L′ = φ∗L est nef; on
a un syste`me line´aire U ′ = φ∗U ⊂ |L
′| qui de´termine une fibration rationnelle
g′ : X ′ 99K B′. La fibre ge´ne´rique de g′ est birationnelle a` celle de g. De plus, L′ est
isotrope pour la forme de Beauville-Bogomolov.
Autrement dit, pour comprendre la fibre ge´ne´rique pi(F ) de g, on peut supposer
que L est nef.
Lemme 3.5 Dans la situation (∗), g est presque holomorphe si L = pi∗f
∗H est
nef.
Preuve: Ecrivons pi∗L = f ∗H +
∑
i aiEi, ai ≥ 0; pi
∗L est nef, donc
∑
i aiEi est
f -nef: (
∑
i aiEi|F ) · C ≥ 0 pour tout courbe C dans une fibre de f . En particulier,∑
i aiEi|F est nef sur F . Mais cette somme est supporte´e par le diviseur canonique
de F , et κ(F ) = 0. Comme dim(X) = 4, on a dim(F ) = 2 ou 3; F posse`de donc un
mode`le minimal F0, et il y a un diagramme
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F˜
µ
ւ
h˜
ց
F
h
99K F0
avec µ et h˜ des morphismes birationnels. Le diviseur µ∗(
∑
i aiEi|F ) est nef, supporte´
par une partie du diviseur canonique de F˜ . Le diviseur canonique de F˜ est contracte´
par h˜. Un diviseur nef et contractible est nul. Donc µ∗(
∑
i aiEi|F ) est nul, et
Ei ∩ F = ∅ de`s que Ei intervient dans pi
∗L. Donc g est presque holomorphe:
en effet, aucune courbe C pi-exceptionnelle mais non f -exceptionnelle ne rencontre
F (puisque (
∑
i aiEi)C < 0), ce qui implique que pi(F ) ne rencontre pas le lieu
d’inde´termination.
Remarques: 1) L’implication “si L est nef, alors g est presque holomorphe” est
vraie en toute dimension modulo le programme de mode`les minimaux (MMP). De
plus, dans ce cas, MMP rame`ne notre situation a celle de [M2]: κ(F ) = 0 implique
alors que la dimension nume´rique de L n’est pas maximale. Comme on l’a de´ja` dit
dans l’introduction, nous allons cependant continuer notre de´monstration, qui peut
pre´senter un inte´reˆt inde´pendant.
2) On voit de´ja` facilement que la fibre F est de dimension 2 (la proposition 3.4
et la presque-holomorphie de F empeˆchant dim(B) = 1) et que F est lagrangien
(l’argument de 3.4), et est par conse´quent un tore (the´ore`me de Liouville sur les
syste`mes inte´grables, [Arn], p. 271). Nous allons de´montrer un re´sultat plus pre´cis:
The´ore`me 3.6 Si L est nef, g posse`de un mode`le holomorphe, c’est-a`-dire qu’il
existe une application birationnelle ψ : B 99K B0, telle que ψg est re´gulie`re. Ainsi,
toute fibration X 99K B a` fibre ge´ne´rique de dimension de Kodaira nulle posse`de un
mode`le holomorphe a` un flop pre`s.
Par conse´quent, la re´ponse a` la question 3.0 est positive en dimension 4: le cas
holomorphe e´tant vrai par [M1].
Avant de commencer la de´monstration, e´tablissons un lemme technique facile:
Lemme 3.7 Soit f : X → B une fibration holomorphe (on suppose X, B
normales projectives mais pas ne´ce´ssairement lisses; a fortiori, on ne suppose pas,
dans ce lemme, que X est symplectique de dimension 4). Soit E un diviseur de
Cartier effectif sur X, ne dominant pas B et f -nef. Alors, pour chaque composante
irre´ductible A ⊂ f(Supp(E)) de codimension 1 dans B, Supp(E) contient f−1(a)
pour a ∈ A ge´ne´rique.
Preuve: Soit r : X ′ → X une de´singularisation. Alors r∗(E) satisfait a` la
condition du lemme, et la conclusion pour r∗(E) entraine celle pour E; on peut
donc supposer que X est lisse. B e´tant normale, une courbe ge´ne´rique ample H sur
B est lisse, ainsi que V = f−1H , qui est une fibration au-dessus de H dont toutes les
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fibres ont la meˆme dimension. Alors H coupe toute composante A ⊂ Supp(f(E))
de codimension 1 dans B au point ge´ne´rique de A. Soit S une surface ample assez
ge´ne´rale sur V ; f |S : S → H est une fibration d’une surface lisse sur une courbe
lisse. La restriction de E sur S est nef, et supporte´e sur des fibres de f |S. Le
lemme de Zariski ([BPV], p.90) implique que E|S = f |
∗
SD avec D ∈ Pic(H). Donc
E|S contient toute composante irre´ductible de toute fibre de fS qui le supporte; par
construction, la meˆme chose est vraie pour E au-dessus d’un point ge´ne´rique de A.
De´monstration du the´ore`me 3.6:
Ecrivons pi∗L = f ∗H + E,
Y
pi
ւ
f
ց
X
g
99K B,
ou` E est pi-exceptionnel effectif etH est tre`s ample. Le diviseur E a des composantes
de deux types diffe´rents: celles qui se projettent sur une courbe de B, et celles dont
l’image par f est un point (autrement dit, supporte´es sur des fibres de dimension 3
de f).
Ecrivons E = E ′ +E ′′ de sorte que l’ensemble f(E ′′) est fini, et f est de dimen-
sion relative pure e´gale a` 2 sur Supp(E ′). On a la de´composition en composantes
irre´ductibles Supp(E ′) = ∪E ′i; soit Di = f(E
′
i).
Nous aimerions construire une application birationnelle de B dans la varie´te´
de Chow de X qui contracte les Di, en faisant correspondre le cycle pi∗([Yb]) a`
b ∈ B. Nous avons un obstacle pour ce faire: les fibres de f ne sont pas force´ment
toutes de dimension 2. Apre`s applatissement ge´ome´trique et normalisation, on a un
diagramme commutatif
Y
p˜i
←− Y˜
pi
ւ
f
ց
f˜
ց
X
g
99K B
β
←− B˜,
avec β birationnel, B˜ normal, Y˜ la normalisation de la composante irre´ductible
de Y ×B B˜ qui domine B˜ (en ge´ne´ral, il y a d’autres composantes, ne dominant
pas B˜, qui proviennent de fibres de dimension 3 quand on e´clate la base au point
correspondant), et toutes les fibres de f˜ de dimension 2. Par [Bar2], nous avons un
morphisme p : B˜ → Chow(X), b˜ 7→ (pip˜i)∗([Y˜b˜]).
Soit B0 = Im(p); nous affirmons que l’application pβ
−1g : X 99K B0 est holo-
morphe.
Regardons d’abord l’application β−1g : X 99K B˜. L’e´galite´ pi∗L = f ∗H + E
fournit
p˜i∗pi∗L = p˜i∗f ∗H + p˜i∗E = (f˜)∗β∗H + p˜i∗E,
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de sorte que L = (pip˜i)∗(f˜)
∗(β∗H). Le diviseur β∗H n’est pas, en ge´ne´ral, tre`s ample,
on ne peut donc pas affirmer que β−1g est donne´e par des sections de L; mais, d’apre`s
la proposition 3.3, pour un H˜ tre`s ample sur B˜, M = (pip˜i)∗(f˜)
∗H˜ est proportionnel
a` L, donc a` nouveau nef. Nous avons (pip˜i)∗M = (f˜)∗H˜+E˜ ou` E˜ est pip˜i-exceptionnel
et ne domine pas B˜. De plus, il est f˜ -nef parce que M est nef. Toute composante
E˜i de E˜ se projette par f˜ sur une courbe D˜i ⊂ B˜.
On applique maintenant le lemme 3.7: du moins au point ge´ne´rique d de chaque
D˜i, la fibre de f˜ est toute entie`re dans le support de E˜.
Ceci veut dire que p(d) est un cycle supporte´ par le lieu exceptionnel Z de pip˜i.
Comme Z est de dimension deux, l’ensemble des valeurs possibles de p(d) est discret.
Donc p(d) est constant quand d parcourt D˜i; autrement dit, p contracte les D˜i.
Soit maintenant x un point d’inde´termination de pβ−1g. Alors il existe une
courbe irre´ductible C sur Y˜ , telle que pip˜i(C) = x et C n’est pas contracte´e par pf˜ .
En particulier, C n’est pas contracte´e par f˜ . Comme (pip˜i)∗M · C = 0 et H˜ est tre`s
ample, on doit avoir E˜ ·C < 0, donc C ⊂ Supp(E˜). Par consequent, f˜(C) = D˜i pour
un certain i, et donc f(C) est contracte´ par p, ce qui est absurde. Nous avons donc
de´montre´ que le lieu d’inde´termination de pβ−1g est vide, autrement dit, pβ−1g est
holomorphe. On peut donc prendre pβ−1 pour ψ, C. Q. F. D.
Remarques:
1) Une version d’une conjecture bien connue depuis quelques anne´es dit qu’une
fibre´ en droites L nef, non-nul et tel que q(L) = 0 de´finit une fibration lagrangienne
(holomorphe) d’une X hyperka¨hlerienne. Ici, nous l’avons de´montre´ en dimension
4, avec une hypothe`se supple´mentaire que L a du moins un faisceau de sections.
2) L’argument sur la varie´te´ de Chow se ge´ne´ralise-t-il en dimension quelconque?
Il suffirait, pour une telle ge´ne´ralisation, d’avoir dim(I(g)) ≤ dim(X)/2, avec I(g)
le lieu d’inde´termination de g, lorsque L est nef. Une telle ge´ne´ralisation e´viterait
d’invoquer le re´sultat difficile de [Kaw] dans [M2].
3) Si g : X → B est holomorphe, B est une surface Q-Fano a` nombre de Pi-
card 1, a` singularite´s log-terminales et Q-factorielles ([M1]). On peut se demander
s’il s’agit toujours de P2. On peut ve´rifier facilement que c’est le cas si toute fibre
de g a une composante re´duite. De plus, le lieu lisse de B est simplement con-
nexe. Effectivement, puisque toutes les fibres de g sont de dimension 2 par [M3],
g−1(Sing(B)) est de codimension 2 dans X (si non-vide), donc X − g−1(Sing(B))
est, tout comme X , simplement connexe; ce qui, par la connexite´ des fibres de g,
implique que B − Sing(B) est simplement connexe.
4 Fibration associe´e a` un endomorphisme
Soit X une varie´te´ ka¨hle´rienne compacte et connexe de dimension complexe n, et f :
X 99K X un endomorphisme me´romorphe dominant de X . Pour x ∈ X ge´ne´ral (i.e:
dans une intersection de´nombrable d’ouverts de Zariski denses de X), l’application
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fm est holomorphe en x pour tout entier m > 0. On appelle alors l’ensemble des
fm(x), m ≥ 0 la f -orbite de x, et on note Z+f (x) (ou simplement Z
+(x)) l’adhe´rence
de Zariski de cette f -orbite dans X . (Par un ferme´ (resp. un ouvert) de Zariski sur
X , nous entendons un ferme´ (resp. un ouvert) analytique. Lorsque X est projective,
c’est la topologie de Zariski “usuelle”.)
On se propose de de´montrer le re´sultat suivant:
The´ore`me 4.1Dans la situation pre´ce´dente, il existe une application me´romorphe
dominante g : X 99K T telle que:
1. g ◦ f = g
2. Pour x ∈ X ge´ne´ral, la fibre de g passant par x est e´gale a` Z+f (x).
En appliquant la de´composition de Stein, on obtient une fibration me´romorphe
(possiblement triviale) pre´serve´e par une certaine puissance de f .
Remarques:
1. Si en un point a de X , toutes les ite´re´es fm(a) de a par f sont de´finies, et si
elles sont Zariski-denses dans X , il en est donc de meˆme pour un point ge´ne´ral de
X .
2. Si X et f sont de´finis sur un corps de nombres, et si la f -orbite d’un point
a de X (au sens pre´ce´dent) est Zariski-dense, on aimerait savoir si l’on peut choisir
a de´fini sur un corps de nombres (auquel cas X serait potentiellement dense). Ceci
semble plausible, mais ne peut pas eˆtre de´montre´ par les me´thodes utilise´es ici,
puisque les points de X de´finis sur Q¯ ne sont pas ge´ne´raux.
3. Si f est de degre´ d > 1, alors X , ainsi que la fibre ge´ne´rale de g, ne sont
pas de type ge´ne´ral (comme on l’a de´ja` remarque´, les varie´te´s de type ge´ne´ral ne
posse`dent pas d’endomorphisme de degre´ > 1).
4. On a dim(T ) = dim(X) si et seulement si f est d’ordre fini.
Pour la de´monstration, nous avons besoin de quelques pre´liminaires.
Variantes de la notion d’image par f :
Nous allons en utiliser trois. Soit X ′ ⊂ X ×X le graphe de f , et p, q : X ′ → X
les projections (de sorte que f = q ◦ p−1). Ainsi p est une modification propre, et q
est ge´ne´riquement finie.
1) Image totale: si A ⊂ X , on note f∗(A) := q ◦ p
−1(A), et f−1∗ (A) := p ◦ q
−1(A);
2) Image “usuelle”: f(A) est forme´ des y ∈ X pour lesquels il existe x ∈ X tel
que f est defini en x et f(x) = y;
3) Image “propre”: pour A ⊂ X ferme´ de Zariski , sans composante irre´ductible
dans le lieu d’inde´termination de f , f¯(A) est la fermeture de Zariski de f(A) dans
X .
On observera que A ∩ f−1∗ (B) 6= ∅ si et seulement si f∗(A) ∩B 6= ∅.
Si A est un ferme´ de Zariski (dans X), f∗(A), f
−1
∗ (A) le sont aussi.
Si, de plus, A 6= X , alors f∗(A), f
−1
∗ (A) sont aussi des ferme´s de Zariski stricts
de X (car p, q sont ge´ne´riquement finies).
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Lieux d’inde´termination:
Soit I ′, J ′ ⊂ X ′ de´finis respectivement par:
I ′ := {x′ ∈ X ′|p non submersive en x′}, et:
J ′ := {x′ ∈ X ′|p ou q non submersive en x′}.
Alors: I ′ ⊂ J ′.
On pose I := p(I ′), J := p(J ′): ils sont ferme´s de Zariski dans X , par le the´ore`me
de Remmert; I est le lieu d’inde´termination de f ; et J est le lieu en lequel f n’est
pas simultane´ment holomorphe et submersive.
Posons I∞ = ∪m∈Z(f∗)
mI, et J∞ = ∪m∈Z(f∗)
mJ .
Soient X+∞ = X − I∞, et X∞ = X − J∞.
Ainsi, fm est holomorphe et submersive en x pour tout m > 0 si x ∈ X∞; de
plus, X∞ est f -invariante.
Adhe´rence de Zariski des f-orbites:
Pour x ∈ X∞, on notera Z
+(x) l’adhe´rence de Zariski dans X de la f -orbite de
x (constitue´e des fm(x), pour m ≥ 0). Soit d(x) = dim(Z+(x)).
Aucune composante irre´ductible de Z+(x) n’est contenue dans I∞, ni donc dans
I.
On a alors
f¯(Z+(x)) = Z+(f(x)) ⊂ Z+(x).
On note Z(x) la re´union des composantes irre´ductibles de Z+(x) qui sont de
dimension d(x).
Puisque f est ge´ne´riquement submersive le long de la f -orbite de x si x ∈ X∞,
on a aussi:
f¯(Z(x)) = Z(f(x)) ⊂ Z(x).
La suite des (f¯)j(Z+(x)) = Z+(f j(x)) est donc de´croissante pour l’inclusion, et
par conse´quent stationnaire. Soit m(x) le plus petit des entiers j ≥ 0 tels que
Z+(f j(x)) = Z+(f j+1(x)) = Z+(fm(x)(x)).
Cette e´galite´ est donc satisfaite pour tout j ≥ m(x).
Autrement dit, Z+(y) = Z(y) = f¯(Z(y)) si y = f j(x), pour tout j ≥ m(x), et
tout x ∈ X∞.
Pour d,m entiers positifs, on notera Xd,m∞ l’ensemble des x ∈ X∞ tels que d(x) =
d, et m(x) = m.
Pour y ∈ Xd,m∞ , nous avons donc l’e´galite´ que nous appellerons “(Z = Z
+)”:
Z(fm(y)) = Z+(fm(y)).
Cate´gories de Baire analytiques:
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On dira que E ⊂ X est de premie`re cate´gorie de Baire analytique dans X (ce
qui sera note´: E ∈ B(X)) si E n’est pas contenu dans une re´union de´nombrable
de ferme´s analytiques d’inte´rieurs vides de X . Nous dirons aussi que F ⊂ X est
negligeable, si F /∈ B(X).
Exemples:
1. Si E /∈ B(X), alors E¯ ∈ B(X), ou` E¯ est le comple´mentaire de E dans X .
2. Si E est re´union de´nombrable des Em, et si E ∈ B(X), alors l’un au moins
des Em ∈ B(X).
3. Donc X∞ ∈ B(X), et l’un au moins des X
d,m
∞ ∈ B(X).
Lemme 4.2: Si A ⊂ X∞ ∈ B(X), alors f
m(A) ∈ B(X), pour tout m ≥ 0.
De´monstration: Sinon, on aurait: fm(A) ⊂ ∪j=∞j=0 Bj , les Bj e´tant des ferme´s
de Zariski stricts dans X . Donc A ⊂ ∪j=∞j=0 ((f∗)
−m(Bj)). Contradiction, puisque
A ∈ B(X).
Corollaire 4.3: Il existe d,m tels que si R = Rd,m est la re´union des Z(x), pour
x ∈ Xd,m∞ , alors R ∈ B(X).
De´monstration: En effet, R contient fm(Xd,m∞ ), et f
m(Xd,m∞ ) ∈ B(X), par le
lemme et l’exemple 3 ci-dessus.
L’espace des cycles:
Soit C(X) l’espace des cycles analytiques compacts de dimension pure d’un es-
pace analytique complexe ([Bar1]); lorsque X est projectif, il s’agit simplement de
la varie´te´ de Chow de X .
Si X est compacte ka¨hle´rienne, les composantes connexes de X sont compactes
([L]).
Si t ∈ C(X), on notera Zt le cycle analytique compact et de dimension pure
parame´tre´ par t.
Soit T un sous-ensemble analytique compact et irre´ductible de C(X) dont le
point ge´ne´rique t parame`tre un cycle Zt dont les composantes irre´ductibles sont
toutes de multiplicite´ 1 et non contenues dans I.
On notera G = GT ⊂ T × X son graphe d’incidence, r = rT : G → X et
s = sT : G→ T les projections. On notera aussi LT := rT (GT ) ⊂ X le lieu de T .
On dira que Zt est f -stable si aucune composante de Zt n’est contenue dans I,
et si f¯(Zt) = Zt, ou` f¯ de´signe l’image propre de Zt par f .
Par exemple, si x ∈ fm(Xd,m∞ ), alors Z(x) est f -stable de dimension d.
Lemme 4.4: Soit Cf−stab(X) l’ensemble des t ∈ C(X) tels que Zt soit f -stable,
et soit C¯f−stab(X) son adhe´rence de Zariski dans C(X).
Alors: pour toute composante irre´ductible T de C¯f−stab(X), l’intersection Tf−stab :=
T ∩ Cf−stab(X) contient un ouvert de Zariski (non vide) de T .
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(De sorte que Tf−stab est Zariski dense dans T et le point ge´ne´rique t de T
parame`tre un cycle f -stable)
De´monstration: D’abord, il est clair que “ne pas avoir de composante dans I”
et “eˆtre re´duit” sont des conditions ouvertes (de Zariski).
Soit G′′ ⊂ T ×X la fermeture de Zariski de G′ = (idT × f)(GT ).
Apre`s aplatissement ge´ome´trique et modification de T , on peut supposer que G′′
est e´quidimensionnel sur T , normal. Donc G′′ est le graphe d’incidence d’une famille
analytique de cycles (ge´ne´riquement images stricts de cycles de GT ), note´s Z
′′
t , de
X , et parame´tre´e par T . Soit UT l’ouvert de Zariski dense de T constitue´ des t tels
que Z ′′t et Zt sont re´duits et n’ont pas de composante irre´ductible dans I.
Alors Tf−stab∩UT est e´gal a` (F
+∩F−), F+ (resp. F−) e´tant constitue´ des t pour
lesquels Zt ⊂ Z
′′
t (resp. Z
′′
t ⊂ Zt). Puisque F
+ et F− sont des ferme´s de Zariski
dans T , le lemme est de´montre´.
Corollaire 4.5: Il existe une famille de´nombrable de sous-ensembles analytiques
compacts et irre´ductibles Tk, k ≥ 0 de C(X) tels que, pour chaque k, le membre
ge´ne´rique Zt de Tk soit f -stable, et tels que tout cycle f -stable de dimension pure
de X soit parame´tre´ par un point de l’un des Tk.
Pour chaque k ≥ 0, soit Lk le lieu de la famille Tk. Rappelons que c’est un ferme´
de Zariski de X .
On dira que Tk est couvrante si Lk = X . Il existe des Tk couvrantes (par exemple:
celle re´duite a` Zt := X .
On utilise la notation Rd,m introduite dans le corollaire 4.3.
Lemme 4.6: Pour chaque couple d’entiers (d,m) tel que Rd,m ∈ B(X), il existe
un entier k ≥ 0 ve´rifiant les proprie´te´s suivantes:
1. Tk est couvrante;
2. Il existe Ed,mk ∈ B(X), E
d,m
k ⊂ f
m(Xd,m∞ ), tel que Z(x) = Zt, pour un certain
t = t(x) ∈ Tk, de`s que x ∈ E
d,m
k .
De´monstration: Soit L ⊂ X la re´union de´nombrable des Lk pour lesquels Tk n’est
pas couvrante. On choisit (d,m) tel que Rd,m ∈ B(X). Il existe un tel couple, par le
corollaire 4.3. Soit E˜d,m = (fm(Xd,m∞ ))∩ (Rd,m−L). C’est un ensemble de premie`re
cate´gorie de Baire analytique dans X , dont le comple´mentaire est negligeable dans
fm(Xd,m∞ ). Alors, si x ∈ E˜
d,m, Z(x) est un cycle de dimension pure d qui est f -stable,
donc parame´tre´ par un t ∈ Tk(x), pour un certain k(x), et on a donc: Z(x) = Zt.
Si l’on note E˜d,mk l’ensemble des x ∈ E˜
d,m pour lesquels t(x) ∈ Tk, il existe (par
de´nombrabilite´ de l’ensemble des k) au moins un k pour lequel E˜d,mk ∈ B(X). On
pose Ed,mk = E˜
d,m
k pour un tel k. La famille Tk est couvrante, puisque x ∈ X − L,
par hypothe`se, et Ed,mk satisfait les proprie´te´s annonce´es.
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Nous pouvons maintenant de´montrer le the´ore`me annonce´ au de´but de cette
partie.
Preuve du the´ore`me 4.1:
On choisit de´sormais k, d,m,E comme ci-dessus. On pose T := Tk, et on note
r : G → X , s : G → T les projections , si G ⊂ T ×X est le graphe d’incidence de
la famille T = Tk.
De´montrons les assertions suivantes:
1. r est une modification propre.
Soit g = s ◦ r−1 : X 99K T : c’est une application me´romorphe surjective de fibre
ge´ne´rique Zt.
2. g ◦ f = g.
3. Pour x ∈ X ge´ne´ral, Z(x) = Zg(x).
Montrons l’assertion 1. La surjectivite´ de r re´sulte de ce que T est couvrante.
De plus, pour t ∈ T ge´ne´rique, Zt n’a aucune composante irre´ductible contenue dans
I. On en de´duit que si r n’est pas bime´romorphe, et si x ∈ X est ge´ne´rique (c.a`.d.
en dehors d’un ferme´ de Zariski strict), il existe (au moins) deux t 6= t′ ∈ T tels que
x ∈ Zt ∩ Zt′ , avec Zt et Zt′ sans composante irre´ductible contenue dans I.
Montrons maintenant que si x ∈ E, E ∈ B(X) ade´quat, alors la fibre de r au-
dessus de x ne peut avoir deux tels points t, t′. Cette proprie´te´ entraˆınera bien que
r est une modification propre.
Nous choisissons x ∈ Ed,mk ⊂ f
m(Xd,m∞ ), pour (d,m, k) et E
d,m
k comme dans le
lemme pre´ce´dent, et raisonnons par l’absurde.
Soient t 6= t′ deux points distincts de T , tels donc que: x ∈ Zt ∩ Zt′ 6= Zt. On
peut supposer, par notre choix de x, que Zt = Z(x). Puisque x = f
m(y), y ∈ Xd,m∞ ,
on a:
Zt = Z(x) = Z(f
m(y)) = Z+(fm(y)) = Z+(x), ceci par l’e´galite´ (Z = Z+).
Donc Zt ∩ Zt′ 6= Zt contient x, et est f -stable; autrement dit, Zt ∩ Zt′ 6= Zt
contient Z+(x).
Mais ceci contredit l’e´galite´ Zt = Z
+(x).
Donc r est bien une modification propre.
La proprie´te´ 2 re´sulte de ce que Zt est f -stable, pour t ∈ T ge´ne´rique.
Montrons la proprie´te´ 3: si elle n’est pas satisfaite, il existe un sous-ensemble
U ∈ B(X), tel que pour x ∈ U , Z(x) ( G(x), ou` G(x) de´note (l’unique) fibre de
g passant par x. Soit U∞ = U ∩ X∞, et U
d,m
∞ = U ∩ X
d,m
∞ . Il existe un couple
m′, d′ tel que Ud
′,m′
∞ ∈ B(X), et donc f
m(Ud
′,m′
∞ ) ∈ B(X). De plus, pour y dans
un sous- ensemble ade´quat (et dans B(X)) E ′ de fm(Ud
′,m′
∞ ), nous avons toujours
Z(y) ( G(y).
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En repe´tant l’argument du lemme 4.6 et de la preuve de la proprie´te´ 1, nous
obtenons une seconde fibration f -invariante g′ : X 99K T ′, telle que la fibre G′(y) par
y ∈ E ′ coincide avec Z(y). Au meˆme temps, la fibreG′(x) par x ∈ E = Ed,mk contient
Z+(x) ⊃ Z(x), par f -invariance de g′. Ainsi, pour les sous-ensembles E,E ′ ∈ B(X),
on a: Z(x) = Zg(x) ⊂ Zg′(x) = G
′(x), pour x ∈ E, et Z(y) = Zg′(y) ⊂ Zg(y) = G(y),
pour y ∈ E ′. Puisque ces inclusions de´finissent des sous-ensembles analytiques
ferme´s de T, T ′, on a ainsi une contradiction si T 6= T ′ (en tant qu’une famille de
cycles sur X).
Nous avons donc montre´ que la fibre G(x) de g passant par x ∈ X ge´ne´ral est
e´gale a` Z(x). Pour finir, remarquons que cette fibre contient Z+(x) par f -invariance;
d’ou` G(x) = Z(x) = Z+(x). Le the´ore`me est de´montre´.
Pour conclure cette partie, conside´rons a` nouveau l’exemple de Voisin: soit X =
F(V ) la varie´te´ des droites de V , cubique lisse dans P5. D’apre`s [BD], nous avons
un isomorphisme d’Abel-Jacobi
H4(V,Z) ∼= H2(X,Z),
induisant un isomorphisme de structures de Hodge. D’autre part, un re´sultat de
Terasoma ([T]) garantit l’existence d’une cubique lisse V de´finie sur un corps de
nombres, et telle que H2,2(V ) ∩H4(V,Z) = Z. Ceci entraˆıne e´videmment la
Proposition 4.7 Il existe un X comme ci-dessus, de´fini sur un corps de nombres
et tel que Pic(X) ∼= Z.
La f -orbite d’un point ge´ne´ral (sur C) d’un tel X est Zariski-dense par les
re´sultats de cet article. Si l’on pouvait obtenir un e´nonce´ semblable sur Q¯, on
aurait la densite´ potentielle de points rationnels sur X . Mais il est clair que notre
argument ne fonctionne pas sur Q¯, puisque nous conside´rons comme “ne´gligeable”
toute re´union de´nombrable de ferme´s stricts, et Q¯ lui-meˆme est de´nombrable. Il
serait inte´ressant de trouver des moyens de distinguer les re´unions de´nombrables de
ferme´s “arbitraires” des re´unions de´nombrables “naturelles” de ferme´s, obtenues par
exemple par une construction ge´ome´trique de´finie sur un corps de nombres a` partir
d’un seul ferme´.
Pour un corps non-de´nombrable F , car(F ) = 0, la situation est diffe´rente. En
effet, il est clair que, dans le The´ore`me 4.1, on peut prendre pour X une varie´te´
projective (irre´ductible) sur F¯ . On en de´duit facilement de nouveaux exemples de
la densite´ potentielle sur un corps de fonctions (cette observation est motive´e par le
texte [HT2]):
Proposition 4.8 Soit F un corps non-de´nombrable (par exemple, F = C(C),
ou` C est une courbe complexe). Soit X une varie´te´ lisse projective sur F¯ , ve´rifiant
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KX = 0, Pic(X) = Z, et munie d’un endomorphisme rationnel f : X 99K X de
degre´ d > 1. Alors il existe une extension finie L de F , telle que l’ensemble X(L)
est Zariski-dense dans X.
En effet, les conditions KX = 0, Pic(X) = Z assurent par 2.1 que f ne peut pas
pre´server une fibration non-triviale. Par 4.1, il existe donc une re´union de´nombrable
R de ferme´s de Zariski stricts de X tel que tout point x ∈ X , x /∈ R est de f -orbite
de´finie et Zariski-dense. Puisque F n’est pas de´nombrable, R ne contient pas X(F¯ ).
Il existe donc un point x ∈ X dont l’orbite itere´e est Zariski-dense, et il suffit de
prendre pour L une extension finie de F sur laquelle X , x et f sont de´finis.
Les exemples de Voisin fournissent tout de suite des varie´te´s X sur F¯ , F = C(C),
non-isotriviales en tant que familles sur C, satisfaisant les conditions de la proposi-
tion 4.8. Il suffit de prendre C ⊂ P(H0(P5,O(3))) assez ge´ne´rale, et conside´rer la
famille X → C, dont chaque fibre Xc est la varie´te´ de Fano des droites de la cubique
Vc correspondant a` c ∈ C. On prend ensuite pour X la fibre ge´ne´rique ge´ome´trique
XF¯ .
Alternativement, on peut prendre xc ∈ Xc (c ∈ C assez ge´ne´ral), tel que la
fc-orbite de xc est Zariski-dense dans Xc (ici, fc de´note l’endomorphisme de Voisin
de Xc). On choisit une multisection C˜ passant par xc; apre`s un changement de base
C˜ → C, les sections de X sont Zariski-denses, c’est-a`-dire, les C(C˜)-points de XF¯
sont Zariski-denses.
5 Base d’une fibration hyperka¨hle´rienne
Soit g : X 99K B une fibration me´romorphe, avec X hyperka¨hle´rienne irre´ductible
(non ne´cessairement projective) de dimension complexe 2n, et B lisse ka¨hlerienne.
On suppose g non triviale: 0 < dim(B) < 2n. Comme auparavant, on de´signe par
σ la forme symplectique sur X .
Question: B est-elle alors une varie´te´ rationnelle?
Remarques:
1. B est une varie´te´ projective. En effet, sinon elle admet une 2-forme holomor-
phe non-nulle (consequence du crite`re de projectivite´ de Kodaira et de la de´composition
de Hodge). Son image re´ciproque u par g est non-nulle et n’est pas de rang maximal.
Ceci contredit le fait que X est irre´ductible (et donc que u et σ sont proportion-
nelles).
2. Supposons que g ne soit pas presque holomorphe. Alors B est unire´gle´e. Si
doncB n’est pas rationnellement connexe, et si r : B 99K R est son quotient rationnel
(voir [C1], [KMM]), alors R n’est pas unire´gle´e par [GHS], et h = rg : X 99K R est
une fibration non-triviale presque holomorphe. Ainsi, ou bien B est rationnellement
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connexe, ou bien il existe sur X une fibration h : X 99K R non triviale et presque
holomorphe.
3. Si B est rationnelle, B est bien suˆr rationnellement connexe, et les tenseurs
holomorphes covariants sur B s’annulent tous. Conjecturalement, cette proprie´te´
entraˆıne la connexite´ rationnelle de B.
Cette proprie´te´ d’annulation est effectivement verifie´e, par une ge´ne´ralisation de
l’argument tre`s simple de la remarque 1:
Proposition 5.1 Soit g : X 99K B comme ci-dessus. Soient m > 0, p > 0 des
entiers.
Alors H0(B, Symm(ΩpB)) = 0.
La proposition re´sulte du lemme suivant:
Lemme 5.2 Soit X hyperkahle´rienne irre´ductible. Pour m, p des entiers stricte-
ment positifs, l’application c : Symm(H0(X,ΩpX))→ H
0(X,Symm(ΩpX)) est un iso-
morphisme.
Le groupe H0(X,Symm(ΩpX)) est donc nul si p est impair, et est e´gal a` C(σ
∧q)⊗m
si p = 2q est pair.
Ce lemme paraˆıt bien connu, re´sultant de l’existence d’une me´trique de Ka¨hler
Ricci-plate sur X et du principe de Bochner (voir par exemple [Kob] pour un raison-
nement semblable).
Supposons maintenant qu’il existe s ∈ H0(B, Symm(ΩpB)) non-nul. Soit 0 6=
s′ := g∗(s) ∈ H0(X,Symm(ΩpX)): ce tenseur est bien de´fini par le the´ore`me de
Hartogs. Le lemme 5.2 montre que p = 2q est pair, et qu’il existe λ ∈ C, non nul,
tel que s′ = λ(σ∧q)⊗m. Mais un calcul standard en coordonne´es locales montre que
ceci est impossible de`s que dim(B) < 2n: au point ge´ne´rique x ∈ X , on construit
facilement un e´le´ment τ ∈ (Λ2qTxX)
⊗m annule´ par tous les g∗(s) mais non par
(σ∧q)⊗m.
Si dim(B) = 2, cette annulation implique que B est rationnelle, par le crite`re
de Castelnuovo. En ge´ne´ral, on dit que κ+(B) = −∞ si κ(B
′) = −∞ pour tout
B′ domine´ par B (c.a`.d. tel qu’existe h : B 99K B′ me´romorphe dominante). Le
the´ore`me 5.1 implique, bien suˆr, que dans notre situation, κ+(B) = −∞.
De l’existence du quotient rationnel ([C1],[KMM]) et de [GHS], on de´duit que
κ+(B) = −∞ si et seulement si B est rationnellement connexe, pourvu que les
varie´te´s de dimension ≤ dim(B) avec κ = −∞ soient unire´gle´es. Comme cette
assertion est demontre´e en dimension 3, nous avons:
Corollaire 5.3 Si g : X 99K B est comme ci-dessus, B est rationnelle si
dim(B) = 2, et B est rationnellement connexe si dim(B) = 3.
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6 Endomorphismes et classification
Soit X une varie´te´ Ka¨hle´rienne compacte lisse et connexe, et soit f : X 99K X un
endomorphisme me´romorphe dominant de X de degre´ d ≥ 1. On se propose ici de
montrer que f respecte certaines fibrations intrinse`quement attache´es a` X .
Parmi celles-ci, figurent le quotient rationnel r : X 99K R ([C1],[KMM]), la
fibration d’Iitaka-Moishezon φ : X 99K J (si κ(X) ≥ 0) , et le coeur c : X 99K C
([C2],3.1,3.3, p. 544; 5.8, p. 579). Ils sont de´finis a` e´quivalence bime´romorphe pre`s
seulement. Nous modifierons donc les mode´les choisis au gre´ des besoins.
Proposition 6.0 Dans la situation pre´ce´dente, il existe des endomorphismes
dominants rf : R→ R et φf : J → J , tels que r ◦ f = rf ◦ r et φ ◦ f = φf ◦ r .
De plus, φf : J → J est bime´romorphe.
De´monstration: Soit F une fibre ge´ne´rale de r. Alors F est rationnellement
connexe. Donc f(F ) l’est aussi; de plus, dim(F ) = dim(f(F )). De la proprie´te´
universelle du quotient rationnel re´sulte donc que f(F ) est une fibre de r.
Conside´rons maintenant la fibration φ. L’application f induit, par image re´ciproque,
un automorphisme de H0(X,mKX) pour tout m entier. En effet, l’image re´ciproque
envoit injectivement, et donc surjectivement, H0(X,mKX) dans lui-meˆme. Nous
avons alors, pour un certain m, un diagramme commutatif
X
φ
→ P(H0(X,mKX)
∗)
f↓ ↓
X
φ
→ P(H0(X,mKX)
∗)
L’application φf est la restriction sur J = Im(φ) de la seconde fle`che verti-
cale (l’automorphisme correspondant de P(H0(X,mKX)
∗)). Elle est e´videmment
bime´romorphe.
Remarque: La structure de rf peut eˆtre arbitrairement complique´e comme des
exemples tre`s simples (produits) le montrent.
Pour le “coeur”, qui “scinde” naturellement la structure de X en ses deux com-
posantes antithe´tiques (“spe´ciale” et “ de type ge´ne´ral”), la situation est tre`s claire:
The´ore`me 6.1 Soit X une varie´te´ ka¨hle´rienne compacte lisse et connexe, et
c : X → C le “coeur” de X . Si f : X 99K X est un endomorphisme me´romorphe
dominant de X de degre´ d ≥ 1, alors:
1. Il existe cf : C 99K C bime´romorphe telle que c ◦ f = cf ◦ c;
2. Il existe N > 0 entier tel que fN pre´serve c (ie: c ◦ fN = c).
En particulier:
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3. c se factorise par l’application gN : X 99K TN du the´ore`me 4.1 correspondant
a` une certaine puissance fN de f ;
4. Si l’application gN : X 99K TN est constante (autrement dit, si un point x
de X a une f-orbite Zariski dense dans X), alors X est “spe´ciale” au sens de [C2],
2.1, p.527.
De´monstration: Les proprie´te´s 3 et 4 sont des conse´quences imme´diates des
proprie´te´s 1 et 2 que nous montrons maintenant.
Rappelons que les fibres ge´ne´rales S de c sont spe´ciales et sa base orbifolde de
type ge´ne´ral (proprie´te´s qui de´terminent c). Comme l’image de S, fibre ge´ne´rale de
c, par f est spe´ciale et de meˆme dimension que F , f(S) doit eˆtre une fibre de c (par
construction de c). D’ou` l’existence de cf telle que c ◦ f = cf ◦ c.
Il reste a` voir que cf est bime´romorphe et d’ordre fini (c.a`.d. que (cf)
N = idC ,
pour un N > 0 ade´quat).
Pour la premie`re assertion (cf bime´romorphe), rappelons que si (C/∆(c)) est la
base orbifolde de c, et si p := dim(C) > 0, alors LX := ⌈c
∗(KC +∆(c))⌉ ⊂ Ω
p
X est
(sur un mode`le bime´romorphe ade´quat) localement libre de rang 1, et de dimension
de Moishezon-Iitaka e´gale a` p (autrement dit: un faisceau de Bogomolov). Voir [C2],
Section 2.6 pour de´tails.
Un tel faisceau LX est unique, puisque l’on a unicite´ du “coeur” c, et que LX
est de´termine´ par c. Donc f ∗(mLX) ⊂ mLX , pour tout entier m > 0. Autrement
dit, f ∗ induit un automorphisme de H0(X,mLX). Puisque, pour m assez grand
et divisible, le syste`me line´aire |mLX | (disons, de dimension M) fournit c, nous
pouvons conclure, par le meˆme diagramme que dans la preuve du 6.0, qu’il existe
g ∈ PGl(M + 1,C) avec g ◦ c = c ◦ f . L’application cf , bime´romorphe, est la
restriction de g sur l’image C de c.
Pour de´montrer la finitude, e´tablissons les lemmes suivants (dont le second est
une ge´ne´ralisation orbifolde directe de ([U]), 14.3), montrant que le groupe des
automorphismes bime´romorphes d’une varie´te´ de type ge´ne´ral est fini:
Lemme 6.2 Dans la situation pre´ce´dente, g∗(∆(c)) = ∆(c). (Autrement dit:
l’automorphisme g pre´serve la base orbifolde de c)
De´monstration: Soit u : X ′ → X une modification, avec X ′ lisse, telle que
f ′ := f ◦ u : X ′ → X soit holomorphe.
Nous avons: g∗(∆(c)) = ∆(g ◦ c) = ∆(g ◦ c ◦ u) = ∆(c ◦ f
′) ≥ ∆(c), ou`, pour
des Q-diviseurs A,B, A ≥ B signifie que A−B est effectif ou nul. Puisque g est un
automorphisme de C, ceci entraˆıne que g∗(∆(c)) = ∆(c).
Lemme 6.3 Soit c : X → C ⊂ PM le mode`le pre´ce´dent du coeur de X, fourni
par le syste`me line´aire mLX , pour m > 0 assez grand et divisible. Le groupe GX des
g ∈ PGL(M + 1,C) pre´servant C, tels que g∗(∆(c)) = ∆(c), est fini.
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De´monstration: Soit HC le sous-groupe des g ∈ PGL(M +1,C) pre´servant C.
Le groupe GX s’injecte naturellement dans HC . Le the´ore`me 14.1 de [U] (base´ sur
un re´sultat de Rosenlicht) montre que si HC n’est pas fini, il contient un sous-groupe
line´aire alge´brique K ⊂ PGL(2,C) de dimension 1, et que C est bime´romorphe a`
W×P1, pour une certaine varie´te´W . Ceci de telle sorte que les sous-varie´te´s {w}×P1
soient les adhe´rences de Zariski des orbites de K agissant sur C. Changeant de
mode`le bime´romorphe pour X et c, nous supposerons que c′ : X → C ′ = W ×P1 est
le coeur de X . Le diviseur canonique orbifolde KC′ +∆(c
′) de la base orbifolde de c′
est donc encore de type ge´ne´ral (puisque le coeur est une fibration de type ge´ne´ral,
ce qui signifie que les bases orbifoldes de tous ses mode`les bime´romorphes sont de
type ge´ne´ral), de sorte que pour w ∈ W ge´ne´rique, {w} × P1 rencontre le support
de ∆(c) en au moins 3 points. Par ailleurs l’action naturelle de K ⊂ PGL(2,C) sur
{w} × P1 doit pre´server ce support, d’apre`s 6.2. On a donc une contradiction, et
ainsi la finitude de GX .
Les deux lemmes entraˆınent que cf est d’ordre fini, C.Q.F.D.
Finalement, conside´rons la fibration d’Iitaka φ. Nous avons de´ja` remarque´ que
φf est toujours bime´romorphe. Il est alors naturel de poser la question suivante:
est-il vrai que φf est toujours d’ordre fini? Bien que, a priori, il semble peu probable
que la re´ponse soit positive, la question me´rite l’e´tude. Pour mieux comprendre la
situation, montrons que la re´ponse est positive pour les surfaces:
Proposition 6.4: Soit X une surface ka¨hle´rienne compacte avec κ(X) = 1.
Soit φ : X → B sa fibration d’Iitaka-Moishezon, et f : X 99K X un endomorphisme
me´romorphe de degre d ≥ 1 de X. Soit g : B → B l’automorphisme de B induit par
f . Alors g est d’ordre fini.
Preuve: Tout d’abord, l’assertion est claire si le genre de B est au moins 2. Si B
est elliptique, g est encore d’ordre fini, puisqu’induit par une action line´aire dans un
plongement. Nous pouvons donc supposer que B = P1, et que X est relativement
minimale.
Soit M ⊂ B le lieu de fibres multiples de φ; il est conserve´ par g. Montrons que
le lieu de fibres singulie`res non multiples S ⊂ B est e´galement conserve´. Soit b ∈ B
tel que Xg(b) soit lisse, donc elliptique. Soit µ : X
′ → X une modification telle que
f ′ := f ◦ µ : X ′ → X soit holomorphe. Les courbes exceptionnelles de µ au-dessus
de Xb sont rationnelles, donc envoye´es sur des points par f
′. D’ou` f est holomorphe
au voisinage de Xb, et l’une des composantes irre´ductibles de Xb est elliptique. Ceci
entraine bien (voir par exemple [BPV], V.7, p. 150) que (Xb)red est lisse elliptique.
Le lieu E = M ∪ S de fibres singulie`res de φ est donc conserve´ par g; si g est
d’ordre infini, E a au plus deux e´le´ments. Il est bien connu qu’une fibration en
courbes de base P1 qui n’a que deux fibres singulie`res, est a` modules constants: en
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effet, le reveˆtement universel de P1 prive´ de deux points est C, qui n’admet pas
d’application holomorphe non-constante dans le domaine de pe´riodes (l’espace de
Siegel, ou le demi-plan supe´rieur dans le cas d’une fibration elliptique).
Si g est d’ordre infini, X est donc a` modules constants. Le lemme suivant montre
que ceci est impossible pourvu que κ(X) = 1.
Lemme 6.5 Soit h : X → B une surface ka¨hle´rienne elliptique relativement
minimale de base B ∼= P1, a` modules constants, ayant au plus 2 fibres singulie`res.
Alors κ(X) = −∞.
De´monstration: La monodromie de h pre´serve une classe de Ka¨hler sur les fibres
lisses. Cette monodromie est donc finie cyclique. Quitte a` faire un changement de
base fini C → B, ramifie´ seulement au-dessus de 2 points au plus, on peut donc
supposer cette monodromie triviale; on a encore C ∼= P 1, et la surface X ′, obtenue
par ce changement de base, a au plus deux fibres singulie`res.
D’apre`s Kodaira ([K], table I,p.604), la famille e´tant isotriviale de monodromie
triviale et relativement minimale, les fibres singulie`res sont donc multiples ellip-
tiques. On de´duit alors de la formule pour le fibre´ canonique d’une telle fibration
([BPV], 12.1,12.3) que κ(X ′) = κ(X) = −∞.
Remarque: Dans le cas ou` X n’est pas a` modules constants, on peut borner
effectivement l’ordre de g en utilisant les courbes modulaires, et ceci meˆme sans
supposer κ(X) = 1. Plus pre´cise´ment: l’ordre de g est majore´ par 210ν, ou` ν est
le degre´ ge´ome´trique de l’application modulaire j : B → P1 associant a` b ∈ B
ge´ne´rique l’invariant modulaire j(Xb) de la courbe elliptique Xb.
Voici l’esquisse de la de´monstration:
Soit h : X → B une surface elliptique a` modules non constants, j : B → P1
l’application modulaire correspondante, B0 la partie de B parame´trant les fibres
lisses, X0 = h−1B0. Pour b ∈ B ge´ne´rique, soit G = Gb(f) le groupe des automor-
phismes de Xb pre´servant les fibres de f . C’est un sous-groupe fini de translations
de Xb.
Il existe un entier m ≥ 1, tel que G contient toute translation dont l’ordre
divise m, autrement dit, le sous-groupe complet de m-torsion T (m) du groupe des
translations de Xb. Des arguments e´le´mentaires sur la structure des groupes abe´liens
finis montrent que le quotient Gb(f)/T (m) est cyclique. On pose T = T (m) pour
m maximal, C = Gb(f)/T (m) = G/T le groupe cyclique quotient.
En conside´rant la correspondance Σf ⊂ X ×B X , forme´e des (x, y) tels que
f(x) = f(y), on voit facilement que l’application quotient par T se prolonge en une
application “de multiplication par m” u : X 99K X ′ = Picm(X) au-dessus de B.
Ainsi, f se factorise en produit c · u, avec c : X ′ 99K X une application telle que,
pour la fibre ge´ne´rique fixe´e X ′b, le groupe des translations de X
′
b commutant avec
la restriction de c est cyclique (d’ordre |C|). On notera H ce sous-groupe.
L’application c induit g sur la base B et donne un rele`vement de j en une
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application j(c) : B → X0(|C|). Donc X0(|C|) est rationnelle. Remarquons que
X0(N) est rationnelle pour 15 valeurs de N seulement (plus pre´cisement, on doit
avoir N ∈ F , avec F = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 13, 16, 18, 25}).
Enfin, l’application f n’est pas, en ge´ne´ral, de´termine´ par le sous-groupe G; mais
si le meˆme G correspond a` f1, f2 : X 99K X , alors pour les automorphismes de la
base g1, g2 : B → B induits, g1g
−1
2 commute avec j. Il en va de meˆme pour H et c.
Maintenant, ite´rons f : on a fn = cnun; soitHn le sous-groupe cyclique correspon-
dant. Puisque B ∼= P1, on n’a que 15 possibilite´s pour |Hn| - sa valeur doit se trouver
dans la liste F ; et pour chaque valeur N dans F , on n’a que ψ(N) = NΠp|N(1+1/p)
choix de Hn possibles, puisque ψ(N) est le nombre de sous-groupes cycliques d’ordre
N dans Aut(X ′b).
Soit A =
∑
N∈F ψN = 210; alors Hn = Hm pour certains 0 ≤ m,n ≤ A. Puisque
ci induit g
i sur la base B, il s’ensuit que gm−n commute avec j. Donc l’ordre de
gm−n est au plus ν = deg(j), et l’ordre de g est au plus Aν = 210ν.
Remarque: La “re´ciproque” de 6.1.4 est fausse pour les surfaces elliptiques de
base P1, de dimension canonique 1, admettant une section (donc spe´ciales). Nous
avons de´ja` observe´ que, pour une telle surface, φf est d’ordre fini; f ne peut donc
pas avoir une orbite ite´re´e Zariski-dense.
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